
V.R. Tsibul'skii et al. / Regional Economics: Theory and Practice, 2023, vol. 21, iss. 5, pp. 959–975

pISSN 2073-1477
eISSN 2311-8733

Экономико-математическое моделирование

ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ МЕЖОТРАСЛЕВОГО БАЛАНСА 
РАЗВИТИЯ ЮГА ТЮМЕНСКОЙ ОБЛАСТИ НА ОСНОВЕ 
АЛГОРИТМА ФОН НЕЙМАНА*

Владимир Романович ЦИБУЛЬСКИЙ a, 
Илья Георгиевич СОЛОВЬЁВ b, 
Денис Александрович ГОВОРКОВ c,•

a доктор технических наук, профессор, 
Центр этноэкологических и технологических исследований Сибири (ЦЭТИС), 
Тюмень, Российская Федерация 
v-tsib@yandex.ru 
https://orcid.org/0000-0003-0353-9522 
SPIN-код: 4211-9183
b кандидат технических наук, доцент, 
Тюменский индустриальный университет (ТИУ), 
Тюмень, Российская Федерация 
solovyev@ikz.ru 
https://orcid.org/0000-0001-9871-0075 
SPIN-код: 4340-6350
c кандидат технических наук, доцент, 
Тюменский индустриальный университет (ТИУ), 
Тюмень, Российская Федерация 
dagovorkov@mail.ru 
https://orcid.org/0000-0002-5430-0231 
SPIN-код: 3687-5960
• Ответственный автор 

История статьи: 
Рег. № 107/2023 
Получена 30.03.2023 
Получена в 
доработанном виде 
11.04.2023 
Одобрена 20.04.2023 
Доступна онлайн 
16.05.2023 

Специальность 5.2.3 

УДК 330.44
JEL: B16, B21, D57, 
H72, R13 

Аннотация
Предмет. Проблема  построения  реальной  траектории  развития 
региона и сравнения ее с заявленной. 
Цели. Разработка  алгоритма  расчета  и  анализа  динамической 
модели  межотраслевого  баланса  юга  Тюменской  области, 
включающей  социальную,  инфраструктурную  подсистемы  и 
домашние хозяйства как эндогенную переменную-агрегат.
Методология. В  работе  использованы  методы  построения  и 
анализа динамических моделей Леонтьева и фон Неймана. Оценка 
показателей  траекторий  сбалансированного  роста  проведена  на 
основании теоремы Перрона–Фробениуса.
Результаты. Предложен  алгоритм  образования  инвестиционной 
переменной.  Проведена  идентификация  матрицы  прямых
затрат  по  каждому году  и  в  среднем  за  периоды 2017–2019  гг.
и  2017–2020  гг.  На  основе  доступных  статистических  данных 
построены  магистрали  фон  Неймана  и  модельные  траектории 
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развития.
Выводы. Показан  механизм  возможного  сравнения  реального
и  запланированного  оптимального  развития.  Это  позволяет 
организовать  цифровой  мониторинг  развития  области  и 
анализировать отклонения от оптимального прогноза.
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Введение

Задачи* развития экономики региона в целом связаны со сбалансированным 
развитием  социальной  сферы  и  инфраструктуры,  что  применительно
к  моделям  межотраслевого  баланса  (МОБ)  позволяет  выделить  и 
проанализировать  агрегаты  отраслей  экономики  –  например, 
производственную,  социальную и инфраструктурную подсистемы.  Кроме 
того,  в  такой постановке удобнее оптимизировать модель с точки зрения 
увеличения  количества  эндогенных  переменных  за  счет  уменьшения 
количества  экзогенных,  что  значительно  упрощает  и  идентификацию 
модели,  и ее решение.  Например,  в данной статье предлагается в состав 
эндогенных переменных включить домашние хозяйства, их потребление и 
амортизационные отчисления как часть основных фондов, определяющих 
воспроизводство.  Обоснованность  такого  решения  связана  с  тем,
что  домашние  хозяйства  представляют  собой  группу,  которая 
характеризуется достаточно большим объемом потребления по сравнению
с другими подсистемами [1].

Проведем  небольшой  обзор  динамических  моделей  с  представленной
социально  ориентированной  модификацией.  При  этом  следует  отличать
их  от  матриц  социальных  счетов1 [2],  которые  предназначены  для 

* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ. Проект № 20-47-720001 «Разработка 
алгоритма цифрового мониторинга развития региона с учетом меняющихся: условий, целевой 
функции и оценкой восприятия развития населением региона».

1 Михеева Н.Н. Матрицы социальных счетов: направления и ограничения использования // ЭКО. 
2011. № 6. С. 103–118. URL: https://cyberleninka.ru/article/n/matritsy-sotsialnyh-schetov-napravleniya-
i-ogranicheniya-ispolzovaniya/viewer
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моделирования  распределения  доходов  между  разными  по  уровню 
группами населения.  В большинстве работ по динамическим моделям на 
базе межотраслевого баланса рассматриваются открытые модели для США 
[3], России в целом2, 3 [4] и отдельных регионов (например, для Республики 
Карелия [5], Дальнего Востока [6, 7], Республики Бурятия [8], Ивановской 
[9]  и  Самарской областей [10]).  Примеры анализа моделей,  закрытых по 
отношению  к  другим  переменным  (например,  к  суммарному  выпуску, 
потребительскому  спросу  домашних  хозяйств),  представлены  в  работах 
зарубежных ученых4 [11, 12].

Рассмотрим  вначале  отличительную  особенность  построения  матриц 
«затраты–выпуск»  для  закрытых  динамических  моделей.  Главная 
особенность  заключается  в  том,  что  потребление  домашних  хозяйств 
переходит  из  экзогенных  переменных  в  эндогенные.  К  основной 
технологической  матрице  A добавляется  справа  столбец,  показывающий 
потребление домашних хозяйств по секторам или подсистемам, а снизу – 
показатель затрат труда по ним же [1]. 

Á=|A hC
hR h | ,

hR=[an+1,1…an+1,n ] ,

hC=|a1,n+ 1…
an , n+1| ,

h=an+1,n+1 , (1)

где Á  – матрица технологических коэффициентов, включая домохозяйства, 
hR  –  строка  коэффициентов  трудозатрат,  hC  –  столбец  коэффициентов 
потребления домашних хозяйств, причем  h  – это коэффициент, равный в 
нашем  случае  отношению  промежуточного  потребления  домашних 
хозяйств (в виде зарплаты работающих) к суммарному потреблению.

2 Гранберг А.Г. Моделирование социалистической экономики. М.: Экономика.1988. 486 с.
3 Серебряков Г.Р. Опыт построения динамической межотраслевой равновесной модели 

российской экономики // Проблемы прогнозирования. 2000. № 2. С. 1–17. 
URL: https://cyberleninka.ru/article/n/opyt-postroeniya-dinamicheskoy-mezhotraslevoy-ravnovesnoy-
modeli-rossiyskoy-ekonomiki/viewer

4 Sonis M., Hewings G. Expanded Miyazawa Framework: Labor and Capital Income, Savings, 
Consumption, and Investment Links. 
URL: https://www.researchgate.net/publication/241044942_Expanded_Miyazawa_Framework_Labor_an
d_Capital_Income_Savings_Consumption_and_Investment_Links
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Динамическое  уравнение  при  инвестировании  в  капитальные  затраты 
может выглядеть следующим образом 

X ( t+1 )=B−1 ( (1− A+B ) X ( t )−F (t ) ) , (2)

где X ( t ) ,  F ( t )  – векторы выпуска и потребления за предыдущий год,  B  – 
матрица коэффициентов,  определяющих стоимость капитала по отраслям 
[1].

Наиболее подробно модель с включением домашних хозяйств в эндогенную 
часть  матрицы  A рассмотрели  М.  Сонис,  П.  Бэйти.  Одна  из  немногих 
динамических  моделей  с  включением  населения  в  качестве  трудового 
капитала приведена у Х. Узавы [13]. Изменение выпуска в данном случае 
определяется  за  счет  основного  капитала  и  труда  населения.  Причем 
влияние  труда  определяется  уровнем  образования,  а  значит, 
производительностью:

Y (t )=F [K ( t ) , A ( t ) Lp (t ) ] , (3)

где  Y ( t )  – выпуск производственной функции,  K ( t )  – основной капитал, 
Lp (t )  – труд, затраченный в основном производстве, A ( t )  – эффективность 

труда.  Используются  понятия  нормы  основного  капитала  и  его 
амортизации; годовой выпуск подразделяется на потребление и инвестиции.

Несмотря на схожесть алгоритма,  понятие домашнего хозяйства учеными
не  использовалось.  В  модель  «затраты–выпуск»  домохозяйства  вводит
П. Бейти [11, 12], но только для целей оценки влияния разных по уровню 
доходов  путем  разукрупнения  агрегатов.  Производственная  матрица 
практически  совпадает  с  приведенной  у  Р.  Миллера  [1]  за  исключением 
диагонального  коэффициента;  у  П.  Бэйти  он  равен  1,  у  Р.  Миллера  –
вектору  h .  Выбранный  вид  модели,  но  без  включения  домохозяйств  в 
матрицу прямых затрат, применяли А.Г. Гранберг, зарубежные ученые5 [13]. 

Материалы и методы исследования

Авторами  предлагается  динамическая  модель  межотраслевого  баланса 
(ДММОБ)  с  матрицей  Á ,  включающей  в  свою  структуру  эндогенную 
переменную  –  домашние  хозяйства  (1)  –  и  экзогенную  –  инвестиции
в  основной  капитал.  Модель  в  общем  виде  записывается  следующим 
образом:

5 Кубонива М., Табата М., Табата С., Хасэбэ Ю. Математическая экономика на персональном 
компьютере. М.: Финансы и статистика, 1991. 304 с.
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(1− Á ) X (t )−B́ [X (t+1 )− X (t ) ]=F́ (t ) . (4)

Здесь все буквенные обозначения соответствуют уравнению (2) с той лишь 
разницей,  что  в  матрицу  прямых  затрат  включены  домашние  хозяйства,
и поэтому потребление  F (t )  включает только основной производственный 
капитал.

Для разработки ДММОБ юга Тюменской области примем в рассмотрение 
три  подсистемы  –  агрегата  отраслей  экономики  (производственную, 
социальную,  инфраструктурную)  и  подсистему  домашних  хозяйств, 
включенную  в  матрицу  A.  Таким  образом,  исходная  система  имеет 
размерность  n=3 , а с учетом подсистемы домашних хозяйств –  n+1=4 .
В  этом  случае  уравнения  «затраты–выпуск»  для  подсистем  (агрегатов) 
выглядят следующим образом: 

x i=ai П xП+aiС xС+ai И xИ+ai xдх+Fi ,

xдх=aдх , П xП+aдх ,С xС+aдх , И xИ+Fдх , (5)

где  Fi  –  конечный  спрос  первых  трех  подсистем  с  учетом
домашних  хозяйств,  Fдх  –  конечный  спрос  домашних  хозяйств,
i  –  индексы  подсистем  (ПП  промышленное  производство,
СЭ –  социально-экономическая,  И  –  инфраструктурная,  ДХ –  домашние 
хозяйства).

Если принять,  что  в  отраслях услуги по труду оказывают представители 
домашних хозяйств региона (в первом приближении), то в уравнении для 
домашних хозяйств в качестве оплаты труда может использоваться средняя 
зарплата  и среднее количество занятых по отраслям и подсистемам [14].
В результате изменится и структура потребления во II квадранте таблицы 
МОБ. Поскольку потребление домашних хозяйств перемещено в матрицу A 
и  воспроизводство  в  подсистемах  обеспечивается  оборотным  капиталом, 
включая  амортизацию  строительной  отрасли  [1,  15],  то  при  разработке 
динамической  модели  можно  ограничиться  только  инвестированием  в 
основной  капитал  роста,  дезагрегируя  его  в  случае  необходимости  на 
финансовых инвесторов и бюджет. Причем предполагается, что инвестиции 
в  виде  поддержки  домашних  хозяйств  и  малоимущих  слоев  населения 
изменяют n+1  строку матрицы затрат и меняют столбец их потребления. 

Инвестиции внешних инвесторов увеличивают добавленную стоимость и 
входят  в  вектор  конечного  потребления  F ( t ) .  Cледуя  М.  Кубониве,
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в  такой  постановке  основное  уравнение  ДММОБ  может  быть  записано
в виде:

X ( t+1 )=X ( t )+ B́− 1 ( k ∙v − Á ) X (t ) , (6)

где  Á  – матрица прямых затрат,  B́  – матрица коэффициентов основного 
капитала  с  учетом  включения  домашних  хозяйств  как  эндогенных 
переменных, k  – доля потребления благ, v  – доля добавленной стоимости 
и  потребления.  При  этом  инвестиции  в  основной  капитал,  включая 
внешние, определяются как

C (t )=k ∙ v X (t ) ,

I ( t )=B́ (X (t+1 )− X ( t ) ) . (7)

Обозначим  темп  прироста  выпуска,  одинакового  во  всех  подсистемах,
как g  и перепишем динамическое уравнение в виде:

X ( t+1 )− X ( t )=gX (t ) ,

(1− ( Á+k ∙ v ) )−1 B́ X ( t )=1
g
X (t ) . (8)

Если ввести обозначение матрицы F́=(1− ( Á+k ∙ v ) )−1 B́ , то, согласно теореме 
Перрона–Фробениуса,  в  условиях  положительности  этой  матрицы 
максимальное  собственное  число  λmax  соответствует  положительному 
собственному  вектору  и  определяет  темп  сбалансированного  роста  по 
соотношению g=1/ λmax .

Результаты

Исходные данные для расчетов модели взяты из статистических сборников6. 
В список необходимых числовых данных входят:

– количество подсистем n ;

– коэффициенты матрицы прямых затрат, включая домохозяйства Á ; 

– коэффициенты матрицы основного капитала B́ ;

– доли потребления k ;

6 Управление Федеральной службы государственной статистики по Тюменской области, 
Ханты-Мансийскому автономному округу – Югре и Ямало-Ненецкому автономному округу. 
URL: https://72.rosstat.gov.ru/contacts?ysclid=lh2ir3c6gl545633438
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– доли добавленной стоимости c i ;

– объемы выпусков Y ( t ) .

Идентификация матрицы A производится в соответствии с рекомендациями 
Росстата: при наличии структуры и данных о промежуточном потреблении 
определяются суммы затрат для агрегатов (подсистем), затем полученные 
суммы промежуточного потребления в подсистемах делятся на выпуски – 
полученные значения и есть коэффициенты матрицы A7. Следует обратить 
внимание, что включение домашних хозяйств в прямые затраты упрощает 
идентификацию матрицы B́ .

При  вычислениях  поставим  задачу  получить  траекторию  развития  юга 
Тюменской  области  по  данным  за  2017–2019  гг.  и  сравнить  ее  с 
аналогичными для традиционной ДММОБ, представленной в статье [20]. 
Алгоритм вычисления заключается в следующем:

– выбор  перечня  отраслей,  входящих  в  подсистемы,  характерных  для 
Тюменской области;

– определение структуры затрат подсистем на основе структуры затрат на 
производство и продажу (товаров, работ, услуг) по видам экономической 
деятельности согласно общероссийскому классификатору8;

– получение  матрицы  прямых  затрат  подсистем  (агрегатов)  с 
использованием  данных  промежуточного  потребления  (СНС)  и 
полученной на втором этапе структуры затрат; 

– построчное деление полученной матрицы на соответствующие выпуски 
(это позволяет получить оценку матрицы Á );

– после проверки матрицы прямых затрат на продуктивность – определение 
матрицы  полных  затрат  по  формуле  B́=(E− Á )−1 ,  где  E –  единичная 
матрица;

– оценка  вектора  долей  инвестиций  в  основной  капитал  в  валовом 
региональном  продуке  (ВРП)  k на  основе  данных,  представленных
в  Стратегии  социально-экономического  развития  Тюменской  области
до  2030  года9 (распределение  долей  по  подсистемам  определено  в 
соответствии с пропорциями промежуточного потребления);
7 Методологические положения по статистике. Выпуск 5. М.: Росстат, 2006. 513 с.
8 Базовые таблицы «затраты–выпуск» Российской Федерации за 2016 год 

(в текущих ценах, млн руб.). 
URL: https://rosstat.gov.ru/storage/mediabank/baz-tzv-2016(1).xlsx 
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– оценка вектора долей  v как разности ВРП и инвестиций,  отнесенной к 
выпуску X;

– определение  усредненной  матрицы  прямых  затрат  для  двух  вариантов
(2017–2019  гг.  и  2017–2020  гг.)  на  основе  полученных  коэффициентов 
прямых затрат для каждого года (2017–2020 гг.); 

– построение  матрицы  F́=(1− ( Á+k ∙ v ) )−1 B́  уравнения  (8)  и  определение 
максимального собственного числа λmax ;

– определение темпа роста g  и построение траектории сбалансированного 
роста;

– cравнение  полученной  магистрали  с  траекториями,  полученными  по 
реальным данным Росстата.

Исходные  данные  по  выпускам  (в  млрд  руб.)  и  структуре  затрат  по 
подсистемам  (в  долях  от  выпуска,  ПП  –  производственная,
И – инфраструктурная, СЭ – социально-экономическая, ДХ – подсистема 
домашних хозяйств) по годам за период 2017–2020 гг. приведены в рис. 1. 
Результаты  оценки  матрицы  прямых  затрат  (первые  четыре  шага 
алгоритма),  а  также оценки векторов долей инвестиций  k и добавленной 
стоимости v (шестой и седьмой шаги алгоритма) представлены на рис. 2.

На  основе  осредненных  данных  (рис.  2)  за  периоды  2017–2019  гг.
и  2017–2020  гг.  (восьмой  шаг  алгоритма)  были  получены  оценки 
усредненных  матриц  F́ ,  соответствующий  вектор  собственных
чисел  λ  и  темп  роста  g  (%),  равный  обратному  отношению  к 
максимальному  собственному  числу  матрицы  (девятый  и  десятый  шаги 
алгоритма). Полученные результаты представлены на рис. 3.

Полученные  результаты  позволяют  построить  модельную  траекторию 
сбалансированного развития для периодов 2017–2019 гг. и 2017–2020 гг. и 
сравнивать ее с данными региональной статистики. На рис. 4 представлены 
графики  фактических  выпусков  и  расчетные  траектории  для  темпов 
прироста, указанных на рис. 3. 

9 Стратегия социально-экономического развития Тюменской области до 2030 года 
(утв. Законом Тюменской области от 24.03.2020 № 23). 
URL: https://docs.cntd.ru/document/570710699?ysclid=lh398o5gtc892882135
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Выводы

Полученные  результаты  построения  динамической  модели  развития  на 
примере данных по югу Тюменской области позволяют сделать следующие 
выводы.  Простота  алгоритма  идентификации  коэффициентов  матриц 
модели  позволяет  исследовать  и  осуществлять  мониторинг  влияния 
государственных и частных инвестиций на развитие региона, не принимая 
во внимание колебания в потреблении товаров и услуг населением. 

Разумная  сходимость  траекторий,  полученных  на  модели  и  по 
статистическим данным, делает возможным ее дальнейшее улучшение.

Рисунок 1
Выпуски и доли затрат по подсистемам

Figure 1
Output and cost shares by subsystem

Источник: авторская разработка 

Source: Authoring 
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Рисунок 2
Коэффициенты матрицы прямых затрат, доли инвестиций 
и добавленной стоимости по подсистемам

Figure 2
The coefficients of the direct cost matrix, shares of investments and added value 
by subsystem

Источник: авторская разработка 

Source: Authoring 

Рисунок 3
Коэффициенты матрицы F по подсистемам, вектор собственных чисел 
этой матрицы и темп прироста

Figure 3
The coefficients of the matrix F by subsystem, the eigenvalue vector of this matrix, 
and the growth rate 

Источник: авторская разработка 

Source: Authoring 
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Рисунок 4
Графики фактических выпусков по подсистемам и модельные 
сбалансированные траектории, рассчитанные по осредненным 
оценкам за 2017–2019 гг. и 2017–2020 гг. 

Figure 4
Actual output volumes by subsystem, and model balanced trajectories calculated 
based on averaged estimates for 2017–2019 and 2017–2020 

Примечание. По оси x – время (в годах), по оси y – объемы выпуска основных 
отраслей по подсистемам (млн руб.). 
Источник: авторская разработка по данным Тюменьстата

Source: Authoring, based on the Tyumenstat data 
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Abstract
Subject. This  article  deals  with  the  problem of  constructing  a  real 
trajectory of the region's development and comparing it with the stated 
one. 
Objectives. The article aims to develop an algorithm for calculating 
and  analyzing  a  dynamic  input-output  model  of  the  south  of  the 
Tyumen Oblast,  including social  and infrastructural  subsystems,  and 
households as an endogenous variable-aggregate. 
Methods. For  the  study,  we  used  the  methods  of  construction  and 
analysis  of  dynamic  models  by  W.  Leontief  and  J.  von  Neumann. 
Indicators  of  balanced  growth  trajectories  were  estimated  using  the 
Perron–Frobenius theorem. 
Results. The  article  proposes  an  algorithm for  the  formation  of  an 
investment variable. The matrix of direct costs for each year and on 
average  for  the  periods  2017–2019  and  2017–2020  was  identified. 
Based on the available  statistical  data,  von Neumann highways and 
model development trajectories were constructed. 
Conclusions. The  shown  mechanism  for  a  possible  comparison  of 
actual  and  planned  optimal  development  can  help  organize  digital 
monitoring of the region's development and analyze deviations from 
the optimal forecast. 
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