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Аннотация
Предмет. Структурные переходные процессы в макроэкономике.
Цели. Представление  авторской  концепции  и  математического  обеспечения 
исследования структурных переходных процессов в макроэкономике. Динамический 
межотраслевой баланс позволяет формализовать проблему в виде задачи Коши для 
обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Методология. Компонентами методологии при изложении материала были приняты 
основы  межотраслевого  и  численного  анализа  и  моделирования  линейных  или 
линеаризованных  динамических  систем,  интегральные  критерии  системной 
динамики,  устойчивости  и  качества  переходных  процессов.  В  совокупности  с 
методологией  анализа  собственных  динамических  свойств  экономических  систем, 
которые  решают  те  же  задачи  устойчивости,  но  уже  на  основе  алгебраических 
методов и критериев, предлагаемое интегрирование позволяет однозначно оценивать 
структурную  готовность  экономики  к  расширенному  воспроизводству.  Такое 
воспроизводство  характеризуется  определенной  степенью  экономического  роста, 
возможностями  смещения  текущей  динамики  в  сторону  бесконечно  оптимальных 
или магистральных траекторий.
Результаты. Предложены  методы  математического  обеспечения  для  численного 
исследования  проблемы  устойчивости  и  структурной  динамики  макроэкономики. 
Эти  методы  ориентированы  на  интегрирование  высокоразмерных  балансовых 
моделей  и  интегральные  критерии  качества  переходных  процессов  в  экономике. 
Исследование  выявило  преимущества  вычисления  матричной  экспоненты  и  ее 
интеграла  в  задачах  анализа  и  прогнозирования  перед  другими  численными 
методами. Предлагаемый метод позволяет эффективно построить разностную схему 
для  интегрирования  с  любым  шагом  наблюдения  решения.  При  этом  рабочий  шаг 
интегрирования генерируется в алгоритме автоматически в зависимости от динамики 
изменения валовых выпусков. 
Выводы. Предложен вариант анализа переходных процессов в макроэкономике, не 
имеющий  аналогов  в  экономических  исследованиях  и  предназначенный  для 
разработки и оценки результатов реализуемой экономической политики.
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Переходным* процессам  [1,  2]  и 
экономической  динамике  [3,  4]  посвящены 
многочисленные исследования  отечественных 
и  зарубежных  ученых.  Результаты  этих 
исследований давно публикуются не только на 
страницах  периодической  печати  [5,  6],  но  и 
имеют  монографические  обобщения  [7,  8],
им  посвящены  диссертации,  они  содержатся
в  вузовских  учебниках  по  экономике. 
Представленный  набор  ссылок  содержит 
примеры  и  подходы к  анализу  переходных 
процессов в экономике и, конечно же, далек от 
претензий  на  полноту.  На  самом  деле  в 
экономике  данные  процессы  протекают 
непрерывно  как  в  связи  с  различного  рода 
реформами  (тут  библиографический  список 
быстро устремился бы к бесконечности), так и 
в связи с тем, что экономические системы по 
своей  природе  являются  неравновесными 
[9, 10].

Структура  экономических  систем  также 
пребывает  в  перманентном  переходном 
процессе,  «осваивая»  результаты  научно-
технического  прогресса  через  совершенство 
технологий [11], расширение номенклатуры и 
качества  производимых  товаров  и  услуг  [12], 
внедрение  новых  форм  управления  и 
организации  производства  [13].  Для 
визуализации  и  анализа  структурных 
переходных  процессов  необходимо 
использование  структурных  моделей 
экономики,  в  ряду  которых  бесспорным 
фаворитом  является  динамический 
м ежо т р а с л е в о й  б а л а н с  ( МОБ ) , 
формализованный  в  виде  задачи  Коши  для 
системы дифференциальных и алгебраических 
уравнений вида

0( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,E A X t BpX p Y t X X    (1)

где Е – единичная матрица; 

* Статья подготовлена при финансовой поддержке РФФИ. 
Грант № 20-010-00084А «Математическое моделирование 
структурной устойчивости и макроэкономической динамики».

А –  матрица  коэффициентов  прямых 
материальных затрат;

X(t)  –  вектор  валовых  выпусков  по  видам 
экономической деятельности (ВЭД);

В –  матрица  коэффициентов  приростных  

фондоемкостей (применение  курсива 
объяснено далее);

p =  d /  dt –  символ  дифференцирования  по 
времени;

ВрХ(р)  – вектор,  характеризующий  динамику 
накопления/сокращения  всех  видов 
«капитала» в разрезе ВЭД;

Y(t) – вектор конечного спроса (потребления);

Приписка  «и  алгебраических»  сделана  для 
того  случая,  когда  матрица  В содержит 
нулевые строки. 

Уравнение  (1)  вышло из-под  пера 
В.В. Леонтьева  в  1952  г.,  а  современному 
российскому читателю известно, скорее всего, 
со  стр.  69  его  книги  «Экономические  эссе. 
Теории,  исследования,  факты  и  политика» 
[14].  Там  же  охарактеризованы  матрицы  и 
векторы,  входящие  в  уравнение  (1). 
И, несмотря  на  то,  что  сам  автор  на  той  же 
странице  сообщает  о  наличии  матрицы  В 

размерности  (100  × 100)  для  американской 
экономики,  ни  советская,  ни  российская 
статистика  никогда  не  занимались  ее 
разработкой для своей экономики [15].

Это  обстоятельство  делало  невозможным 
непосредственную  оцифровку  модели  (1)  и 
отнесение ее к семейству вычислимых, то есть 
практических  моделей.  Разработка  В давала 
бы  возможность  обращаться  к  численному 
анализу  задачи  Коши  (или  краевой  задачи 
Коши) для обыкновенных дифференциальных 
уравнений.  Об  этой  задаче  современные 
методы  вычислительной  математики , 
реализованные  в  вычислительных 
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математических средах, можно сказать, знают 
все. То есть исследователю достаточно задать 
начальные/граничные  условия  и  запустить 
процесс интегрирования. 

Опыт  наших  расчетов,  элементы  которого 
графически представлены на рис. 1, позволяет 
утверждать,  что  модель  (1)  обеспечивает 
возможность  прогнозирования  валовых 
выпусков  по  ВЭД  на  среднесрочную 
перспективу с точностью до 10%. Это даже с 
запасом. С учетом всех возможных источников 
ошибок  (от  несоответствия  модели  реальной 
экономике, от ошибок в данных статистики, от 
погрешности  численного  метода,  от 
погрешностей  округлений  в  компьютерных 
расчетах)  такой  результат  следует  признать 
удовлетворительным. 

На  рис.  1 представлены  данные  Росстата  по 
пяти  разделам  выбранных  нами  ВЭД  в 
номинальном  исчислении.  Примененная 
аппроксимация  на  разгонном  участке 
прогнозирования  отображает  монотонный 
рост  номинального  валового  производства  в 
России  при  рассмотрении  его  динамики  от 
года к году. При этом помесячная детализация 
выпуска лучше, чем погодовая демонстрирует 
колебательные  компоненты  движения.  Это 
тоже  регистрируют  данные  Росстата.  Их 
воспроизведение  возможно  на  основе  модели 
(1),  только  для  этого  нужна  ее  актуальная 
оцифровка. Она представляет собой сложный 
итерационный  процесс ,  требующий 
калибровки модели  на  каждой  итерации. 
Отметим,  что  многочисленные  прикладные 
межотраслевые  исследования  позволяют 
говорить  о  сохранении  актуальности 
оцифровки  модели  на  среднесрочных 
временных  горизонтах  в  3–5  лет  в 
подавляющем  большинстве  случаев.  Часто 
оцифровка  остается  актуальной  и  на  более 
д л и н ны х  в р ем е н ны х  г о р и з о н т а х . 
Демонстрируемая  на  разгонном  участке  со 
скважностью  в  1  год  гладкость  изменения 
данных  естественным  образом  сохраняется  и 
на горизонте прогнозирования, начинающемся 
с  2018  г.  В  качестве  начальных  условий  Х0 

выбран  вектор  валового  выпуска  за  2011  г. 

Представленные  на  рис.  1 зависимости 
с од е рж ат  н е  т о л ь ко  р е з ул ьт аты 
прогнозирования,  но  и  используются  для 
оцифровки  нашей  модели.  Модель 
непрерывна,  поэтому  позволяет  определять 
валовые выпуски для любого значения t.

Кроме  того,  на  основе  модели  (1)  удобно 
проводить  анализ  и  решать  задачи 
оптимизации  собственных  (внутренних, 
структурных)  динамический  свойств  (СДС) 
экономики .  Тем  самым ,  например , 
моделируются  результаты  инвестиционных, 
инновационных  и  иных  усилий , 
предпринимаемых  в  отношении  исследуемой 
экономики.  Системная  значимость  и  техника 
вычислений  показателей  СДС  достаточно 
подробно  представлены  нами  в  работе  [16]. 
Они  адресованы  специалистам  в области 
экономической кибернетики.

Обратим  внимание  на  то,  что  по  данным, 
представленным  на  рис .  1 ,  и  при 
использовании  стандартных  методов 
прогнозирования  временных  рядов,  можно 
получить  только  инерционный  прогноз  с  той 
или  иной  динамикой  ухода  графиков  вверх. 
В самом  деле  данные,  демонстрирующие 
монотонную  динамику,  приводят  к  столь  же 
монотонным  прогнозам  –  нет  иной 
информации.  Визуализировать  колебательные 
составляющие  движения,  обусловленные 
структурными  свойствами  экономики, 
позволяют  вычислимые  показатели  СДС,
а  также  сокращение  лага  представления 
информации по данным Росстата. Если модель 
(1)  привести  к  нормальной  форме  Коши,  а  в 
спектре  ее  матрицы  состояния  прямым 
расчетом  обнаружить  комплексно 
сопряженные  пары,  то  интегрирование  (1) 
будет  визуализировать  колебания,  позволит 
оценивать  их  влияние  на  среднесрочную 
экономическую  перспективу.  В  целом  же 
анализ  обсуждаемой  модели  численно 
оценивает  ее  структурную  готовность
(или  неготовность)  к  расширенному 
воспроизводству  (то  есть  к  экономическому 
росту),  а  также  позволяет  решать  широкий 
спектр задач колебательной и апериодической 
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статической  устойчивости  экономики  как 
системы.

Интегрирование  модели  (1)  и  отображение 
результатов  на  графике  ничего  не  говорит  о 
качестве  наблюдаемого  роста.  Оптимален  ли 
он, например, в смысле своей принадлежности 
к  конусу  магистральных  траекторий? 
Сбалансированы  ли  представленные 
п р о п о р ц и и  р о с т а  и л и  т а к а я 
сбалансированность  отсутствует?  Последнее 
означает  рост  ради  роста,  «бесхозное» 
отношение  к  нему  со  стороны  контура 
управления,  гарантирует  скорое  нарастание 
всякого  рода  перекосов  и  отставаний, 
кризисных  явлений  с  последующим 
формированием всех негативных последствий. 
Только  нахождение  экономической  динамики 
на  луче  Неймана  позволит  через  заранее 
заданное  время  сойти  с  этой  магистрали  для 
достижения  поставленных  целей  типа 
минимизации  затрат,  максимизации  прибыли 
и  полезности  от  потребления,  повышения 
уровня благосостояния населения и так далее 
в  смысле  продвижения  к  конкурентному 
равновесию  при  более  благоприятных 
условиях, чем в прошлом периоде нахождения 
на магистрали.

Затронутый спектр проблем вкупе с задачами 
оптимизации  поддается  анализу  на  основе 
изложенных  далее  методов  интегрирования 
модели (1) вместе с исчислением показателей 
СДС.  Различные  режимы  и  условия 
экономического  роста  полностью 
определяются СДС замкнутой по потреблению 
модели  (1)  и  контролируются  пропорциями 
собственных  векторов.  Возможность  анализа 
динамических  свойств модели  позволяет 
рассматривать  экономические  системы  в 
движении,  определяя  и  прогнозируя 
траектории этого движения в будущем.

Теперь  о  курсиве  при  описании  модели  (1). 
Указанное  после  формулы  (1)  пояснение 
названия  матрицы  В традиционно,  но  не 
вполне  корректно.  Коэффициент  приростной 
фондоемкости  –  безразмерная  величина. 
А если  припомнить  международную  систему 
единиц  физических  величин  СИ  и  проверить 

модель  (1)  по  размерности,  то  нетрудно 
видеть,  что  элементы  матрицы  В имеют 
размерность  времени.  Здесь  это,  возможно, 
звучит  неожиданно,  но  если  обратить 
внимание  на  уравнение  инерционного  звена 
(из  теории  автоматического  управления, 
теоретической  механики  и  иных  дисциплин), 
то  перед  производной  в  качестве  множителя 
увидим  постоянную  времени  этого  звена. 
А если  пойти  в  сторону  экономики,  то 
обнаружим,  что  «Экономико-математический 
словарь»  Л.И.  Лопатникова  сообщает,  что 
коэффициент  приростной  фондоемкости 
характеризует  инерцию  экономической 
системы. Характеризуют, но не тождественно 
равны  инерции  –  это  важно.  Это  прямо 
указывает  на  то,  что  элементы  матрицы  В  

я в л яю т  с о б о й  х а р а к т е р и с т и к и 
межотраслевых  инерционностей ,  хотя 
численные  значения  межотраслевых 
постоянных времени зависят от всех
параметров  модели.  Это  легко  показать  на 
примере  одноотраслевой  модели  (как  у 
Р. Солоу). Это позволяет с новой точки зрения 
исследовать  проблему  инерционностей 
экономических  систем  и  получить  для  нее 
инструментальные  методы  численного 
анализа.  При  этом  в  фокусе  внимания  надо 
держать  то,  что  структурные  инерционности 
отвечают за качество переходных процессов, в 
том числе за экономический рост и системную 
устойчивость  экономики.  Обычно  же 
используются разностные аналоги модели (1) 
при  ∆t =  1,  то  есть  одному  году.  Тогда 
элементы  матрицы  В численно равны 
среднегодовым приростным фондоемкостям.

Опыт  расчетов  переходных  процессов 
позволяет  выделить  три  типа  экономических 
систем,  существенно  отличающихся  своими 
динамическими  свойствами.  На  рис.  2–4 

показаны  различные  виды  переходных 
процессов  в  зависимости  от  СДС  моделей 
экономических систем. 

Переходные  процессы, показанные  на  рис.  2, 
демонстрируют  спад  валового  производства 
по  всем  ВЭД.  Этот  спад  в  замкнутой 
консервативной  системе  достигает  нулевой 
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отметки,  что  в  классическом  понимании 
свидетельствует  об  устойчиво сти 
моделируемого объекта. 

Такое  идеализированное  разрушение 
макросистемы  является  процессом 
устойчивым  и  легко  достижимым  ввиду 
отсутствия  сил,  препятствующих  этому 
процессу. С математической точки зрения СДС 
характеризуются  отрицательным  спектром 
собственных  чисел,  который  приводит 
траектории  к  нулевой  отметке  (к  остановке 
производства)  вне  зависимости  от 
собственных  векторов.  Российская  экономика 
пребывала  на  траекториях  такого  «развития»
в  1990-е  гг.  В  данном  случае  простым 
перераспределением  сокращающихся 
ресурсов  между  экономическими  агентами 
внутри  системы  не  удастся  вернуть  ее  на 
траекторию  роста,  такой  возврат  связан  с 
инвестиционными  потоками  извне.  Эти 
инвестиции,  как  внешние  воздействия  на 
систему,  должны  быть  приложены  в 
соответствии с определенными пропорциями, 
иначе  могут  возникнуть  эффекты  и  явления, 
суть которых показана на рис. 3.

Экономическая ситуация, в которой возможен 
рост  выпусков  одних  ВЭД  и  спад  других, 
описывается  знакопеременным  спектром 
с о б с т в е н ны х  ч и с е л ,  и х  с л а б о й 
наблюдаемостью  и ,  соответственно , 
управляемостью  от  различных  воздействий. 
При этом невозможно сопоставить количество 
отрицательных  собственных  чисел  и  число 
ВЭД,  снижающих  валовое  производство. 
Сложные  взаимодействия  различных  ВЭД 
внутри  многосвязной  экономики  могут 
приводить  к  различным  эффектам , 
результатом которых является, например, рост 
производства  одних  отраслей  за  счет  других. 
Число собственных значений с отрицательной 
вещественной  частью  в  общем  случае  не 
равно  числу  ВЭД,  снижающих  производство. 
Первое может быть как больше, так и меньше 
другого.  Надо  только  иметь  в  виду,  что 
наличие  хотя  бы  одного  отрицательного 
собственного числа всегда будет формировать 
такие  структурные  динамические  свойства 

экономики, которые могут обусловить хотя бы 
временное  снижение  выпуска  хотя  бы  одной 
отрасли.

На ко н е ц ,  р а с с м о т р им  мод е л и 
макроэкономических  систем,  у  которых  весь 
спектр  собственных  чисел  матриц  состояния 
положителен.  СДС  таких  систем 
обеспечивают  постоянный  рост  валового 
производства (рис. 4). В том случае, если этот 
рост  является  пропорциональным  в 
соответствии с формулой V1 / V2 = V3 / V4, то 
такой  рост  называется  магистральным  или 
сбалансированным.

Соответствующие  нашей  теме  исследования 
классиков  мировой  науки,  начиная  с  Д.  фон 
Неймана  и  П.  Самуэльсона,  по  существу, 
сводились  к  калибровке  параметров 
динамического МОБ до получения магистрали 
в  ее  переходных  процессах,  тогда  экономика 
будет постоянно  растущей  с  определенными 
пропорциями.

Имеется возможность  моделировать  ситуации 
с  произвольными  пропорциями  в 
экономическом  росте.  На  практике  этот 
процесс  определяется  расстановкой 
приоритетов  в  контуре  управления  по 
отношению  к  различным  отраслям, 
являющимся,  к  примеру,  локомотивными  для 
других  и  донорами  для  бюджета.  Для  нашей 
страны  –  это  добыча  полезных  ископаемых, 
прежде  всего  углеводородов,  доля  которых  в 
ВВП  хоть  и  уменьшается  за  последние  годы, 
но  все  равно  остается  определяющей. 
Отметим,  что  модель  (1)  всегда  можно 
настроить для анализа как действующего, так 
и  желаемого  режима  функционирования 
экономики. 

С  точки  зрения  теории  устойчивости 
А.М. Ляпунова  процесс  постоянного  и 
бесконечного  роста  является  неустойчивым, 
поэтому  в  технических  системах  всегда 
стремились  к  статической  устойчивости, 
критерием  которой  является  полностью 
отрицательный  спектр  собственных  чисел. 
Именно  для  устойчивых  систем 
разрабатывался  математический  аппарат 
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оптимального  управления  автоматизированными 
системами,  которые,  возможно,  являются 
подсистемами  более  сложных  технических 
систем.

Добиться  устойчивого  роста  экономики  даже
в  модельной  ситуации  гораздо  сложнее,
чем  выполнить  условия  устойчивости
в  технических  системах.  Например, 
интегральные  критерии  оптимального 
управления  не  работают  в  условиях 
математической  сингулярности,  которая 
выявляется  на  бесконечном  росте.  Помимо 
этой  и  других  трудностей  надо  подчеркнуть, 
что  в  отношении  оцифровки  динамических 
МОБ (1) исторически, как минимум в России, 
сложилось следующее представление.

По  сложившейся  традиции  в  научном 
сообществе  матрица  В автоматически 
считается  вырожденной.  Давно  никто  не 
ставит  под  сомнение  этот  «факт»  просто 
потому,  что  он  большинству  стал  известным 
со  студенческой  скамьи.  Ненулевые  строки 
В связываются  с  так  называемыми 
фондосоздающими  отраслями.  Значит,  только 
те ВЭД, которые связаны со строительством и 
машиностроением,  заслуживают  ненулевых 
строк  в  В?  А  иные  валовые  выпуски  тогда 
неинтегрируемы  и  могут  меняться  скачком? 
Они безынерционны? Если фондообразующие 
ВЭД  интегрируемы,  то  их  выпуски 
описываются  дифференциальными 
уравнениями  в  (1).  Тогда  прочим  ВЭД 
соответствуют  алгебраические  уравнения  в 
той  же  модели?  Это  вряд  ли.  Многолетние 
наблюдения  за  динамикой  вектора  X(t) 

позволяют  практически  исключить 
скачкообразное  поведение  его  компонент  не 
только в совсем ближнесрочных периодах, но 
и  на  горизонтах  от  года  к  году.  Даже

 

монетарного сектора экономики: ряд услуг по 
финансовому  посредничеству,  цены,  прежде 
всего  на  сырьевых  рынках,  и  курсы  валют  – 
это совсем непрогнозируемые факторы.

Для  оцифровки  модели  (1)  и  придания  ей 
статуса  «вычислимая»  требуются  данные 
официальной статистики, содержащиеся на
сайте  Росстата  во  вкладке  «Национальные 
счета»  –  «Таблицы  «затраты-выпуск».  Далее 
потребуются  таблицы  формирования  выпуска 
товаров  и  услуг  из  статистического  сборника 
Росстата,  например,  «Национальные  счета 
России  в  2011–2016  годах»1.  Данные 
последних  таблиц  необходимы  для  расчета 
матрицы  В.  Кроме  этих  таблиц  требуются 
данные  о  затратах  труда  и  капитала,  о 
соотношениях промежуточного потребления и 
добавленной  стоимости  по  основным  ВЭД,  а 
также  информация  о  доле  добавленной 
стоимости,  направляемой  на  формирование 
основного  капитала.  Меняется  доля  – 
меняются и технологические (межотраслевые) 
инерционности,  наполняющие  матрицу  В, 
которая  восстанавливается  на  основе 
авторской  методики.  Публикация  этой 
методики  вербально  и  в  виде 
последовательно сти  согласованных
вычислений –  наша  ближайшая  задача. 

1 Национальные счета России в 2011–2016 годах: стат. сб. 
M.: Росстат, 2017. 263 с.
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Например,  такая  матрица  за  2015  г.  была 
представлена нами год назад2.

Отметим, что в условиях отсутствия В модель 
(1) всегда относилась к «чисто теоретическим 
конструкциям» (как, например, это отмечено в 
работе  [15],  а  также  у  всех  без  исключения 
авторитетных  авторов  в  России),  а 
исследователи  искали  и  находили  иные 
способы  учета  «динамизма»  в  моделях, 
различали  «старые»  и  «новые»  фонды,  лаги 
строительства, а объемы валового накопления 
зависели  в  их моделях  от  будущего прироста 
валовых  выпусков.  Одним  из  лучших 
примером  тому  будет,  пожалуй,  монография 
[10].

Теперь  обратимся  к  методам  численного 
анализа  модели  (1),  справедливо  относя  ее  к 
семейству  вычислимых.  При  этом 
сосредоточимся  на  исследовании  переходных 
процессов  и  получении  связанных  с  ними 
оценок  качества  структурной  экономической 
динамики.  Для  этого  перейдем  к  нормальной 
форме уравнения (1):

0( ) ( ) ( ), (0) .pX t DX t C t X X   (2)

Конструкцию D  =  B–1 (E  –  A)  назовем 
структурной  матрицей  экономики,  а  вектор 
C(t)  =  –B–1Y(t)  определим  как  задающий 
возмущения  и  определяющий  вынужденный 
режим  функционирования  экономики  – 
возмущающий вектор.

Из  курса  математического  анализа  известно,
что  полный  интеграл  линейного
неоднородного дифференциального уравнения 
(2)  равен  сумме  общего  решения
соответствующего  однородного  уравнения
Xсв(t),  называемого  свободной  его

2 Торопцев Е.Л., Мараховский А.С., Дужински Р.Р. 
Равновесное и межотраслевое моделирование экономической 
конъюнктуры // Экономический анализ: теория и практика. 
2019. Т. 18. Вып. 4. С. 663–680. 
URL: https://doi.org/10.24891/ea.18.4.663

составляющая  обусловлена  структурой 
конечного  спроса  и  межотраслевыми 
инерционностями, а весь выпуск представляет 
сумму

X(t) = Xв(t) + Xсв(t). (3)

Наш  опыт  работы  с  моделью  (1) 
свидетельствует  о  том,  что  аналитическое 
решение  задачи  (2)  и  последующее 
конструирование  вычислительного  процесса 
целесообразно  с  использованием  матричной 
экспоненты  и  ее  интеграла.  Тогда  решение
для  свободных  составляющих  (решение 
соответствующего  однородного  уравнения, 
когда С = 0) имеет вид

Xсв(t) = еDt X(0). (4)

Решение  для  системы,  находящейся  под 
действием  вынуждающих  сил  (С ≠ 0),  будет 
выглядеть как

X(t) = еDt F(t), (5)

где  F(t) – некоторая, носящая промежуточный 
характер, матричная функция нашей модели.

Чтобы удалить из рассмотрения эту функцию, 
продифференцируем (5) по времени, получив:

, (6)

или

(7)

Из выражения (7) немедленно следует, что

(8)

Если выражение (8) умножить справа и слева 
на  матричную  экспоненту  e–DT,  то  для 
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удаления  из  дальнейшего  рассмотрения 
функции F(t) получим следующий интеграл:

 (9)

Подставляя (9) в (5), получим

(10)

а положив в (10)  t = 0, определим, что вектор 
начальных условий

(11)

С  учетом  (11)  выписываем  формулу  для 
аналитического решения нашей модели:

(12)

Прямое  использование  формулы  (12) требует 
вычисления  матричной  экспоненты  и  ее 
интеграла.  Мы  не  станем  исследовать 
возможности,  основанные  на  применении 
формулы Лагранжа – Сильвестра [17], а также 
на представлении этой экспоненты степенным 
рядом  от  структурной  матрицы  D [18].  Две 
указанные  фундаментальные  монографии,  до 
сих  пор  вносящие  решающий  вклад  в 
подготовку  алгебраистов  мирового  уровня, 
позволяют сделать это самостоятельно.

Опыт  наших  исследований  показывает 
целесообразность  конструирования  разностной 
схемы для численного интегрирования на основе 
следующих равномерно сходящихся рядов:

(13)

(14)

Конструируемая  разностная  схема  дает 
решения, которые на сетке с желаемым шагом 
H приближают в зависимости от величины  H 

непрерывные  и  точные  решения  (12)  нашей 
модели.  Произвольно  задаваемый  шаг 
наблюдения  решения  H порождает 
дискретный  ряд  значений  переменной 
интегрирования  tn = nH,  n = 0,  1, 2,… Тогда 
для  последовательно  вычисляемых  значений 
валовых  выпусков  Xn =  X(tn),  Xn+1 =  X(tn+1) 
запишем уравнения:

(15)

(16)

Теперь,  если  (16)  умножить  на  eDH и  из  (15) 
вычесть этот результат, то получим следующее 
уравнение  для  решения  модели  (2)  в 
дискретном  времени  с  произвольно 
задаваемым шагом его наблюдения H:

(17)

Решения  (17),  как  видим,  не  содержат 
переменной интегрирования  t (t определяется 
номером  шага  H)  и  могут  быть  получены  с 
высокой  вычислительной  эффективностью, 
если  предварительно  однократно  вычислить 
экспоненту  от  структурной  матрицы 
экономики и интеграл этой экспоненты. Видно 
также, что решения (17) для нулевой матрицы 
D легко получаются по квадратурной формуле 
средних  прямоугольников,  а  для  нулевого 
возмущающего  вектора  C точно  описывают 
решения модели (2).

Итак,  нам  требуется  вычислить  два  объекта: 

eDH  Для  этого  воспользуемся 

приемом,  впервые  представленным 
профессором Ленинградского политехнического 
института  Ю.В.  Ракитским  в  работе  [19]  и 
введем  такой  малый  параметр  (начальный 
шаг) вычислительной процедуры, как

h = H / 2N, (18)
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где  N –  целое  число,  выбираемое  таким 
образом,  чтобы  для  определенного  по  (18) 
малого  шага  h вычислить  eDH с  небольшим 
числом слагаемых в формуле (13). 

Выбор числа N регулирует ошибку метода – ее 
всегда  можно  уменьшить  до  приемлемого 
уровня. После этого рекуррентная формула

(19)

 k =  0,  1,  ...,  N  

 позволяет получить искомую 

экспоненту от структурной матрицы. 

Аналогичная  рекуррентная  формула  строится 
для интеграла от этой матричной экспоненты. 
Полагая

, (20)

сразу из (20) имеем

(21)

а тогда, обобщая (21), получаем

(22)

Сравнение рядов (13) и (14) позволяет видеть, 
 и  преобразовать 

рекуррентную формулу (22) к виду

(23)

что  позволяет  независимо  друг  от  друга 

вычислять  eDH  То  есть  независимо 

вычисляются матрицы Фk .

Это  позволяет  записать  рабочую  формулу 
численного метода:

(24)

где  черточки  над  матрицами  означают  их 
приближенное  вычисление  с  точностью, 
регулируемой  выбором  целого  числа  N и 
числом  членов  сумм  в  (13)  и  (14). 
Представленные  рекуррентные  соотношения 
(19), (22) или (23) позволяют последовательно 
наблюдать  решение  в  точках  Н,2  Н,3  Н,...  по 
формуле (24).

Вместо  матриц  Фk можно  рекуррентно 
вычислять вектор

(25)

что  позволяет  уменьшить  вычислительную 
трудоемкость  алгоритма.  При  размерностях 
МОБ более 100 дифференциальных уравнений 
и  решении  оптимизационных  задач 
использование  (25)  может  быть  важно  для 
современных  ноутбуков.  А  так  как  матрицы 
Фk  при умножении перестановочны, 
то  получаем  следующую  рекуррентную 
формулу для вычисления вектора gk+1:

(26)

Формула (26) используется в вычислительном 
алгоритме  вместе  с  (19),  и  тогда  рабочая 
формула метода примет следующий вид:

(27)

Если  при  этом  выбором  числа  N добиться 
малого  числа  членов  сумм  в  (13)  и  (14)  при 

 

и Ф0, то проблему разработки вычислительной 
процедуры  при  C =  const  можно  считать 
решенной. 

Остановившись  на  вопросе  точности 
вычислительной  процедуры  в  нашем 
рассмотрении,  оставим  в  стороне  проблему 
устойчивости  алгоритма  до  планируемого 
рассмотрения  явления  жесткости  в 
динамических  моделях  МОБ.  Именно  в  тех 
условиях функционирования, когда, например, 
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в  монетарном  секторе  экономики  возникают 
быстропереходные процессы на фоне текущих 
более  медленных,  проблема  устойчивости 
численного  анализа  приобретает  большое 
значение.  Эта  проблема  усугубляется 
необходимостью  оцифровки  моделей  и 
ведения расчетов  на основе данных Росстата, 
содержащих  трудно  оцениваемые  ошибки. 
Здесь  будем  только  иметь  в  виду,  что  на 
основе  шага  наблюдения  решения  Н будет 

Формула  (28)  представляет  известный  метод 
Рунге  –  Кутты  4-й  степени.  Подробно  –  с 
аппроксимацией решения полиномом Тейлора 
4-й  степени  на  шаге  h.  С  другой  стороны,
разностное  уравнение  (17)  порождает
конкурентную с (28) схему

(29)

Если предположить, что T / h – целое число, то 
метод  (28)  выполняет  T /  h умножений 
матрицы  на  вектор,  а  метод  (29)  требует 
выполнения  только  T /  H =  2–N T /  h  таких 
умножений при обеспечении той же точности. 
Более того,  если  n – размерность  модели (2), 
то  дополнительно  метод  (29)  реализует  еще

интегрирования.  Та  самая  «необходимая 
точность» достигается,  если  ориентироваться 
на неравенство из [19]:

(30)
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где kH – константа;

||D|| – евклидова норма структурной матрицы. 

  (32)

при  невысоких  значениях  v,  а  можно  вместо 
(31)  и  (32)  использовать  такие  дробно-
рациональные  аппроксимации  этих  матриц, 
как [18]:

(33)

(34)

Теперь вычисляем

(35)

Далее  по  формулам  (19)  и  (26)  вычисляются 
 Наконец, по формуле (29) получаем 

приближенное  решение  модели  МОБ  на 
очередном  шаге  наблюдения  решения.  Итак, 
группу рабочих формул  метода представляют 
(31),  (32),  (19),  (26),  (29),  упомянутые  в 
порядке их использования.

По  поводу  отмеченного  в  отношении
интегрирования динамических МОБ вида (1),
(2)  можно  сделать,  пожалуй,  только  одно 

замечание.  Оценка  (30),  с  которой  связан 
выбор  начального  шага  h,  может  давать 
заниженные  его  значения,  что  приведет  к 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

на единицу.

Рассмотренный  алгоритм  интегрирования 
динамических  МОБ  с  небольшими  и 
очевидными изменениями может применяться 
для  решения  той  же  задачи  с  переменным 
конечным  спросом.  Модель  (2)  примет 
следующий вид:

(36)

Все  обозначения  и  переменные  сохраняем 
прежними, а для построения вычислительного 
алгоритма  на  отрезке  [tn,  tn + H] компоненты 
вектора  конечного  спроса  C(t)  примем 
примерно постоянными и равными C(tn + H/2). 
При  этих  предположениях  модификации 
алгоритма  выполняются  проще  и  очевиднее 
всего. Временная  динамика конечного  спроса 

 

достаточно  точно  представимы  степенными 
полиномами.  Модель  (36)  несколько  меняет 
вид:

 (37)

Тогда  разностное  уравнение  (17)  принимает 
новую форму:

(38)
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Если  положить  вектор  C(t)  нулевым,  то 
свободные  составляющие  (38)  точно 
описывают решение модели (37), и при C(t)≠0 
уравнение  (38)  дает  решения  Xn+1, 
приближающие решения модели (37) в точках 
tn+1.

Требования  к  выбору  шага  наблюдения 
решения Н очевидны – он должен выбираться 
в  согласии  с  быстротой  изменения  вектора-
функции  конечного  спроса  C(t).  Здесь 
отметим,  что  прогнозирование  конечного 
спроса  представляет  собой  задачу,  давно  и 
успешно решаемую экономистами. 

Изменения вектора C(tn + H / 2) от шага к шагу 
необходимо  учитывать  в  вычислительной 
процедуре.  Поэтому  если  для  постоянного 
вектора  C(t) строились  матрица   и  вектор 

 по формулам (19) и (26) соответственно, то 
в  данном  случае  последний  вектор  не 
вычисляется.  Вместо  него  строится  матрица 

 по  формулам  (22)  или  (23),  а  рабочая 

формула метода принимает следующий вид:

(39)

Наконец,  рассмотрим  нестационарную 
динамическую модель МОБ вида

pX(t) = D(t) X(t) + C(t), (40)

которая  учитывает  зависимость  элементов 
структурной  матрицы  D от  времени.  Но  это 
можно сделать только в случае, если динамика 
данных  элементов  прогнозируема.  Тогда  для 
системы  (40)  учитываются  следующие 
ограничения:

(41)

а  соответствующее  модели  (40)  и 
ограничениям  (41)  разностное  уравнение 
имеет  вида  соответствующее  модели  (40)  и 
ограничениям  (41)  разностное  уравнение 
имеет вид

(42)

позволяющий  учитывать  изменения  всех 
ко эффиц и е н то в  н а  к аж д ом  ша г е 
интегрирования.

Очевидно,  что  чем  более  детальную  модель 
мы  стремимся  построить,  тем  больше 
вопросов  возникает  к  ее  оцифровке . 
Исследователю  приходится  находить 
компромисс между возможностями статистики 
исходных данных и горизонтом прогнозирования.

Разностное соотношение (42) при выполнении 
шагов  требует  гораздо  большего  числа 
арифметических операций,  чем  те,  что  были 
рассмотрены  ранее .  Это  следствие 
необходимости  многократного  перемножения 
квадратных  матриц,  что  по  трудоемкости 
сравнимо  с  обращением  матрицы  методом 
Гаусса.  Относительно  недавно  объем 
вычислений  для  учет а  переменных 
коэффициентов  на  каждом  шаге 
интегрирования  признавался  непреодолимо 
большим.  В  настоящее  время  с  этой
задачей  успешно  справляются  современные 
ноутбуки – проблема утратила остроту.

Экспериментальная  часть  нашего 
исследования  завершается  примером 
моделирования  региональной  экономики 
Ставропольского края с учетом вынужденной 
составляющей  разностного  уравнения  (42), 
возникающей  в  процессе  влияния  мирового 
кризиса  2008–2009  гг.  Это  представлено  на 
рис. 5. 

Оцифровка модели выполнялась по авторской 
методике  и  на  основе  данных  регионального 
отделения Росстата. На  рис. 5 построена одна 
из  магистралей  роста  валового  производства 
начиная  с  2010  г.,  которая  отражает  вариант
ее  оптимального  и  непротиворечивого 
функционирования/развития/роста.  Реальные 
факты  экономической  жизни  нанесены 
крестиками  и  кружочками,  но  не  на  все 
кривые.  Они  по  множеству  причин  не 
принадлежат  конусу  магистральных 
траекторий  и  проходят  ниже.  Ограничимся 
констатацией  того,  что  ни  правительство 
Ставропольского края, ни федеральный центр 
никогда  не  сообщали  о  нахождении 
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региональной  экономики  на  магистрали 
развития.  Нам  не  удалось  обнаружить  каких-
либо  свидетельств  того,  что  в  современной 
России  ставилась  задача  сдвига 
экономической  динамики  в  сторону 
магистральных траекторий.

В  качестве  выводов  отметим,  что  нами 
предложены  и  обоснованы  математические 
процедуры  исследования  структурных 
переходных  процессов  на  основе  модели 
динамического  МОБ.  Алгоритмы  задают 
последовательно сть  согласованно 
выполняемых  вычислений,  а  потому  могут 
быть  легко  формализованы  на  компьютере. 
Методы  анализа  структурной  динамики, 

основанные  на  вычислении  матричной 
экспоненты  и  ее  интеграла,  претендуют
на  вхождение  в  состав  комплекса 
математического  обеспечения  для  решения 
задач устойчивости, экономической динамики 
и  роста,  качества  переходных  процессов  в 
макроэкономике.

Мы  старались  максимально  деликатно 
подойти  к  магистральным  теориям  в 
экономике,  считая  эту  тему  не  своей. 
Читателям, интересующимся «тяжеловесными» 
математическими конструкциями этой теории, 
рекомендуем  фундаментальную  монографию 
[20].
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Рисунок 1

Пример прогнозирования валового производства по ВЭД

Figure 1

An example of forecasting gross output in foreign economic activity

Источник: авторская разработка по данным Росстата

Source: Authoring, based on the Rosstat data

Рисунок 2

Спад валового производства

Figure 2

Gross output decline

Источник: авторская разработка

Source: Authoring
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Рисунок 3

Рост одних и спад других ВЭД

Figure 3

Growth for some foreign economic activities and slump for other ones

Источник: авторская разработка

Source: Authoring

Рисунок 4

Магистральный рост валовых выпусков

Figure 4

Main growth of gross output

Источник: авторская разработка

Source: Authoring
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Рисунок 5

Моделирование кризиса 2008–2009 гг. на примере экономики Ставропольского края 
по видам экономической деятельности: a – A – H; b – I – O

Figure 5

Simulation of the 2008–2009 crisis, the case of the economy of the Stavropol Krai by type of economic activity: 
a – A – H; b – I – O

а
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b

Источник: авторская разработка по данным Ставропольстата

Source: Authoring, based on the Stavropolstat data
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Abstract
Subject The article considers structural transition processes in macroeconomics.
Objectives The  aim  is  to  present  our  own  concept  and  mathematical  tools  to  study 
structural  transitions  in  macroeconomics.  Dynamic  inter-industry  balance  enables  to 
formalize the problem in the form of a Koshi task for ordinary differential equations. 
Methods The methodology components include the basics of inter-industry and numerical 
analysis and modeling of linear or linearized dynamic systems, integral criteria of system 
dynamics, stability and quality of transitional processes.  We also apply a technique for  
analyzing  the  own  dynamic properties  of  economic  systems  that  solve  the  same 
sustainability-related challenges, but on the basis of algebraic methods and criteria.
Results We offer methods and mathematical tools for numerical study of sustainability and 
structural dynamics of macroeconomics. These methods are focused on integrating high-
dimensional balance models and integral criteria for the quality of transition periods in the 
economy.  The  paper  unveils  advantages  of  calculating  the  matrix  exponential  and  its 
integral in tasks involving analysis and forecasting, over other numerical methods. The 
proposed method permits to effectively build a difference scheme to integrate with any 
step of observation of the solution. In this case, the work step of integration is generated in 
the algorithm automatically, depending on changes in gross output. 
Conclusions The  paper  presents  a  unique  option  to  analyze  transitional  processes in 
macroeconomics. It is designed to develop and evaluate the results of pursued economic 
policy.
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