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Аннотация
Предмет. Задачи  квадратичного  программирования  с  ограничением  в  виде 
равенства,  в частности задача оптимизации закупок фирмы, которая заключается  в 
определении  набора  заказываемых  товаров  таким  образом,  чтобы  максимально 
удовлетворить спрос покупателей при ограниченном бюджете. 
Цели. Разработка  алгоритма  решения  задачи  оптимизации  закупок  путем 
определения минимума  целевой  функции  и корректировки  полученных  значений  с 
учетом  ограничения  с  использованием  обратных  вычислений.  Сравнение 
полученных результатов с классическими методами. 
Методология. Использованы  классические  методы  решения  задач  нелинейного 
программирования:  метод  штрафов  и  метод  множителей  Лагранжа.  Также  для 
решения оптимизационной задачи был применен аппарат обратных вычислений. 
Результаты. Разработан алгоритм решения задачи оптимизации закупок с помощью 
обратных  вычислений,  в  котором  решение,  полученное  путем  безусловной 
оптимизации,  корректируется  с  учетом  ограничения  на  имеющиеся  денежные 
средства. Для формирования коэффициентов относительной важности используется 
стоимость закупки каждого вида изделия. Рассмотрен пример оптимизации закупок с 
использованием  разработанного  алгоритма,  полученный  результат  сопоставлен  с 
решениями классических методов. Предложенный алгоритм может быть использован 
в  системах  поддержки  принятия  решений  для  планирования  закупок  организации. 
Кроме того, данный алгоритм может быть применен и для других оптимизационных 
задач  квадратичного  программирования  представленного  вида  (например,  выбор 
пунктов вложения при осуществлении инвестиционных проектов).
Выводы. Представленный алгоритм на основе обратных вычислений является более 
простым  в  компьютерной  реализации  по  сравнению  с  классическими  методами, 
нахождение  решение  задачи  оптимизации  закупок  сводится  к  решению  системы 
уравнений. В результате проведения вычислительных экспериментов были получены 
одинаковые результаты  для трех методов: метода на основе обратных вычислений, 
метода штрафов и метода множителей Лагранжа.
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Введение

Оптимизационные  методы  нашли  широкое 
применение  в  решении  экономических  задач, 
связанных  с  оптимальным  управлением 
ресурсами.  Постановка  задачи  оптимизации 
предполагает  определение  целевой  функции, 
значение которой нужно минимизировать (или 
максимизировать),  и  ограничений  на  ее 

аргументы.  В  зависимости  от  вида  целевой 
функции  и  ограничений  различают  задачи 
линейного  (целевая  функция  и  ограничения 
линейны)  и  нелинейного  программирования 
(целевая  функция  и/или  ограничения 
нелинейны). 

Большое  количество  работ  посвящено 
исследованию  задач  управления  запасами,  в 
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которых  в  качестве  целевой  функции 
выступают  издержки  компании,  связанные  с 
доставкой,  хранением  и  дефицитом.  При 
постоянном  спросе  и  интервале  поставок 
может  быть  использована  классическая 
модель  Уилсона.  В  литературе  также 
встречаются  ее  модификации,  учитывающие 
более  сложные  условия,  например,  наличие 
нескольких  номенклатур  [1–3],  в  статьях 
У. Чена,  А.А.  Мицеля  [2,  4]  рассмотрен 
случай,  когда  спрос  является  случайным,  в 
модели С. Чанга [5] поставщик предоставляет 
покупателю  отсрочку  платежа  при  большом 
объеме заказа. Для решения задач управления
запасами  используются  классические
оптимизационные  методы  (штрафов  [6],
множителей Лагранжа), метод имитационного
моделирования,  генетические  алгоритмы,
теория  нечетких  множеств  [7],  теория
массового  обслуживания  [8],  преобразования
на основе неравенства Коши [9] и др.

В  задачах  оптимизации  ассортимента 
продукции  осуществляется  определение 
набора товаров исходя из их индивидуальных 
характеристик  (маржинальная  прибыль, цена, 
удельные  издержки  и пр.).  Так,  в  работе  [10] 
Л.Е. Романова, Д.М. Коршунова рассматривают 
определение  количества  выпускаемой 
продукции  каждого  вида  таким  образом, 
чтобы  максимизировать  суммарную  прибыль 
при  заданном  спросе  и  времени  работы 
оборудования.  В  некоторых  моделях  также 
учитывается  специфика  деятельности 
п р ед п р и я т и я ,  н ап р им е р ,  в  с т а т ь е 
В .В .  Манахова  [11]  продажа  товаров 
осуществляется в кредит.

Наша  работа  посвящена  решению  задачи 
оптимизации  закупок  фирмы,  то  есть  выбора 
вида  и  количества  заказываемого  у 
поставщиков  товара  при  ограниченном 
бюджете. Задача в такой постановке
приводится,  в  частности,  в  работе 
Р.Ф. Фарманова  [12].  Организация  формирует 
прогнозное  значение  ежедневного  спроса  на 
основе имеющихся статистических данных за 
предыдущие  периоды.  Необходимо 
осуществить  закупку  товаров  таким  образом, 
чтобы  максимально  удовлетворить  спрос  при 

ограниченном количестве денежных ресурсов. 
Исходными данными модели являются: 

• ai – прогнозное значение среднего спроса на 
товар  i (i =  1,  ...,  N,  N –  количество 
наименований товаров);

• bi – цена закупки i-го товара;

• B – величина бюджета закупок. 

Полученная задача представляет собой задачу 
квадратичного программирования с линейным 
ограничением в виде равенства: 

(1)

В  качестве  целевой  функции  может  быть 
использована  иная  функция  полезности 
товаров  [12],  а  также  характеристика 
поставщиков (задача выбора поставщиков при 
ограниченном  бюджете).  Задачи  такого  вида 
(квадратичного  программирования)  часто 
встречаются  при  распределении  инвестиций 
(формировании  портфеля),  нахождении 
оценок  параметров  функции  регрессии  с 
ограничениями.

Нашей  целью  является  исследование 
существующих  методов  решения  задач 
нелинейного программирования с ограничением 
и  разработка  алгоритма  решения  задачи  с 
помощью обратных вычислений.

Методы решения задач нелинейного 
программирования

Наибольшее  распространение  для  решения 
задач  нелинейного  программирования  при 
оптимизации ресурсов предприятия получили 
два  классических  метода:  метод  штрафов  и 
метод множителей Лагранжа [13, 14], которые 
основаны  на  сведении  задачи  условной 
оптимизации  к  задаче  безусловной 
оптимизации.  В  методе  штрафов  вводится 
понятие  штрафной  функции,  которая 
формируется из исходной целевой функции и 
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штраф-функции от  ограничения и штрафного 
параметра.  На  каждой  итерации  происходит 
решение  задачи  безусловной  оптимизации 
штрафной  функции  при  заданном  значении 
штрафного  параметра,  величина  которого 
постепенно  увеличивается.  Работа  алгоритма 
останавливает ся ,  когда  элементы 
итерационных  последовательностей  будут 
изменяться  от  шага  к  шагу  незначительно. 
Если последовательность аргументов функции 
является  допустимой,  то  в  этом  случае 
штрафной  метод  называется  внутренним, 
иначе  –  внешним.  В  данном  случае  будет 
использован  квадратичный  штраф , 
применяемый  при  наличии  ограничения  – 
равенства. Решение задачи минимизации будет 
сводиться к нахождению минимума штрафной 
функции при различных значениях штрафного 
параметра R: 

P (x, R) = f (x) + Rh2(x), (2)

где P (x, R) – штрафная функция; 

f (x) – целевая функция; 

h2(x) – функция-ограничение.

В  методе  множителей  Лагранжа  также 
происходит  преобразование  задачи  условной 
оптимизации  в  задачу  безусловной 
оптимизации,  в  которой  фигурируют 
некоторые  неизвестные  параметры  – 
множители  Лагранжа.  В  процессе  решения 
необходимо сформировать функцию Лагранжа, 
которую необходимо минимизировать:

(3)

где L (x, λ) – функция Лагранжа;

λ –  множитель  Лагранжа,  на  знак  которого 
никаких требований не накладывается.

Вычисляются  частные  производные  функции 
Лагранжа,  и  осуществляется  подстановка 
полученного  выражения  для  аргументов  в 
ограничение.  Путем  решения  уравнения 
определяется  множитель Лагранжа,  а затем и 
сами аргументы. 

Для решения задач безусловной оптимизации 
применяются  методы  нулевого  порядка, 
использующие  только  значения  функции  и 

аргументов  в  вычисленных  точках  (Хука  – 
Дживса,  симплексный,  поиск  с  помощью 
шаблонов)  [15],  первого  порядка 
(градиентный спуск, Коши, Флэтчера – Ривза 
и  др.),  основанные  на  вычислении  первой 
частной  производной  оптимизируемой 
функции  в  исследуемых  точках,  и  второго 
порядка  (ньютоновские  методы),  которые 
требуют  существования  первой  и  второй 
частных  производных  оптимизируемой 
функции.

Также существуют методы решения подобных 
задач, модифицирующие либо объединяющие 
алгоритмические  аспекты  штрафов  и 
множителей  Лагранжа,  например,  такой 
подход используется в работе Х. Хособе [16]. 

Пример решения задачи оптимизации

В качестве примера рассмотрим оптимизацию 
закупок  на  основе  данных  кондитерской 
фирмы.  Информация  о  трех  кондитерских 
изделиях  представлена  в  табл. 1.  Бюджет 
закупок равен 2 000 руб. 

Тогда задача квадратичного программирования 
имеет вид: 

(x1 – 11)2 + (x2 – 16)2 + (x3 – 8)2  min,→ (4)

125x1 + 105x2 + 170x3 = 2 000,

x1, x2, x3 ≥ 0.

Выполним решение данной задачи с помощью 
классических методов (множителей Лагранжа 
и  штрафов),  а  также  с  помощью  обратных 
вычислений. 

Метод множителей Лагранжа

Для решения задачи (4) методом множителей 
Лагранжа  необходимо  привести  эту  задачу
к  задаче  безусловной  оптимизации , 
сформировав  функцию  Лагранжа  (3).  Для 
этого  к  исходной  оптимизируемой  функции 
прибавляется  ограничение,  умноженное  на 
множитель Лагранжа: 

L (x,  λ)  =  (x1 –  11)2 + (x2 –16)2 + (x3 –  8)2 +
+ λ (125x1 + 105x2 + 170x3 – 2 000).

Чтобы  найти  минимум  этой  функции, 
вычислим  частные  производные,  приравняем 
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их к нулю и выразим неизвестные аргументы 
функции. 

Вычислим частные производные: 

∂L / ∂x1 = 2x1 – 22 + 125λ;

∂L / ∂x2 = 2x2 – 32 + 105λ;

∂L / ∂x3 = 2x3 – 16 + 170λ.

Приравнивая  полученные  значения  к  нулю  и 
выражая λ, получим: 

x1 = (22 – 125λ) / 2;

x2 = (32 – 105λ) / 2; (5)

x3 = (16 – 170λ) / 2.

Чтобы  вычислить  значение  λ необходимо 
решить уравнение (4):

Откуда получаем, что λ = 0,087.

Теперь можно определить значения х (5):

Таким образом, необходимо закупить 5,566 кг 
изделий первого вида, 11,435 кг – второго вида 
и 0,609 кг – третьего вида. 

Метод штрафов

Метод штрафов позволяет перейти от задачи с 
ограничениями  к  задаче  без  ограничений  с 
помощью  штрафной  функции,  значительно 
увеличивающейся  в  случае  нарушения 
условия.  Процесс  нахождения  решения 
является  итерационным,  изменение 
штрафного  параметра  осуществляется 
последовательно, начиная с малого значения. 

Рассмотрим  решение  задачи  (4)  с  помощью 
квадратичного штрафа: 

Штрафная  функция  формируется  путем 
прибавления  к  оптимизируемой  функции 
ограничения, возведенного  в  квадрат, 
умноженного на штрафной параметр (2):

P  (λ,  R)  =  (x1 –  11)2 + (x2 –16)2 + (x3 –  8)2 +
+ R (125x1 + 105x2 + 170x3 – 2 000)2,

где R – штрафной параметр.

Итерационный  процесс  начинается  с  малого 
значения  R,  далее  штрафной  параметр 
увеличивается.  В  каждой  итерации 
необходимо  выполнить  решение  задачи 
квадратичного  программирования.  В  табл.  2 

представлено  решение  задачи  оптимизации 
для  разных  величин  R (исходная  точка  0,0). 
Таким образом, решение сходится к полученному 
с помощью метода множителей Лагранжа. 

Решение задачи с помощью обратных 
вычислений

А п п а р а т  о б р а т н ы х  в ы ч и с л е н и й , 
разработанный  Б.Е. Одинцовым  [17, 18], 
предназначен  для  определения  приростов  Δх 

аргументов  функции  с  использованием  их 
начального  значения,  заданной  новой 
величины  функции,  коэффициентов 
относительной  важности  аргументов  и 
направления  их  изменения  (увеличение  или 
уменьшение).  В  случае  трех  аргументов 
необходимо решить систему уравнений: 

где Δх1, Δх2, Δх3 – приращение аргументов;

α,  β,  γ  –  коэффициенты  относительной 
важности аргументов х1, х2, х3 соответственно;

y,  Δy –  исходное  значение  и  приращение 
результирующей функции. 
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Таким образом, искомые значения аргументов 
определяются  как  сумма/разность  начальных 
величин и приростов:

Данный  метод  получил  распространение  для 
решения  управленческих  задач  в  области 
экономики,  образования.  В  статье  [19] 
приводится  описание  модифицированного 
метода обратных вычислений, использующего 
линейное  уравнение  связи  между  двумя 
аргументами.  В  работе  [20]  рассматривается 

стоимости  изделий  bi (1).  Данные  величины 
нормируются относительно общей суммы: 

α = b1 / (b1 + b2 + b3);

β = b2 / (b1 + b2 + b3);

γ = b3 / (b1 + b2 + b3).

Сумма  полученных  таким  образом  значений 
будет равна единице. 

Рассмотрим  решение  описанной  задачи  (4)
с  помощью  приведенного  алгоритма. 
Минимумом целевой функции

f(x) = (x1 – 11)2 + (x2 – 16)2 + (x3 – 8)2

будут значения спроса  на изделия  ai:  x1 = 11,
x2 = 16, x3 = 8.

Вычислим  значения  коэффициентов 
относительной  важности  с  использованием 
данных о закупочной стоимости bi (6):

 = 125 / (125 + 105 + 170) = 0,313;α

 = 105 / (125 + 105 + 170) = 0,263;β

γ = 170 / (125 + 105 + 170) = 0,425.

Далее  с  помощью  обратных  вычислений 
определяем изменения значений объема заказа 
путем решения системы уравнений: 

 
 

 
 

Заключение

Рассмотрено  решение  задачи  оптимизации 
закупок  с  помощью  методов  нелинейной 
оптимизации:  метода  штрафов  и  метода 
множителей  Лагранжа,  а  также  предложено 
решение  задачи  с  помощью  алгоритма  на 
основе  обратных  вычислений.  Метод  с 
использованием  обратных  вычислений 
является  более  простым  в  компьютерной 
реализации  и  основан  на  решении  системы 
уравнений  (в  методе  штрафов  необходимо 
многократно  осуществлять  безусловную 
оптимизацию, изменяя штрафной параметр,  а 
в  методе  с  использованием  множителей 
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Лагранжа  определяется  градиент  функции 
Лагранжа  и  выполняется  составление  и 
решение  системы  уравнений).  В  качестве 
минуса  предложенного  подхода  можно 
отметить  ограничение,  связанное  с видом 
функции  и  числом  условных  функций-
ограничений,  которое  должно  быть  равно 
единице,  что  сужает  круг  решаемых  задач. 
Дальнейшая  работа  будет  направлена  на 

исследование  возможности  использования 
метода для решения более сложных задач. 

Бы л и  п р о в е д е ны  вы ч и с л и т е л ь ны е 
эксперименты, в ходе которых решение задачи 
оптимизации  закупок  выполнялось  с 
помощью трех методов (штрафов, множителей 
Ла гр а нжа ,  обр атных  вычи сл ений ) . 
Полученные результаты совпали.

Таблица 1

Исходные данные

Table 1

Input data

Показатель Номер изделия, i
1 2 3

Прогнозный спрос, кг 11 16 5
Цена закупки, руб./кг 125 105 170

Источник: авторская разработка

Source: Authoring

Таблица 2

Решение задачи безусловной оптимизации

Table 2

A solution to the problem of unconstrained optimization

Штрафной 
параметр R

Аргументы функции Штрафная 
функция P(x, R)

Целевая 
функция f(x)х1 x2 x3

0 11 16 8 0 0
0,05 5,568 11,437 0,612 104,953 104,915
0,1 5,567 11,436 0,611 104,972 104,953
0,2 5,566 11,436 0,61 104,981 104,972
1 5,566 11,435 0,609 104,989 104,987

Источник: авторская разработка

Source: Authoring
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Abstract
Importance The article investigates the problem of company’s procurement optimization, 
which consists of defining a set of goods to be ordered so as to maximally supply the 
demand of buyers under a limited budget. 
Objectives The aims are to develop an algorithm to solve the problem of procurement 
optimization  by  defining  the  smallest  value  of  objective  function,  adjust  the  obtained 
values by using inverse computation, compare the obtained results with classical methods.
Methods I  employ  classical  methods  for  solving  nonlinear  programming  problems, 
namely,  the  penalty  method  and  the  Lagrange  multiplier  technique.  To  solve  the 
optimization problem, I use the inverse computation method.
Results I developed an algorithm for solving the procurement optimization problem by 
means of inverse computation. In the algorithm, a solution obtained through unconstrained 
optimization  is  adjusted  with  regard  to  restrictions  on  available  budget.  The  offered 
algorithm can be used in the decision support systems for procurement planning.
Conclusions The  presented  algorithm  is  more  straightforward  for  computer 
implementation  as  compared  with  classical  methods.  A  solution  to  procurement 
optimization  problem  comes  down  to  solving  simultaneous  equations.  Computational 
experiments showed the same results for the three methods: inverse computation, penalty, 
and Lagrange multipliers.
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